
Олимпиада Юношеской Математической Школы 2010 г.

Задачи первого (заочного) тура
5 класс1. ×àñû ñïåøàò íà 1 ÷ 52 ìèí â íåäåëþ. Â ïîëíî÷ü ñ âîñêðåñåíüÿ íà ïîíåäåëüíèê èõ ïîñòàâèëè ïðàâèëüíî. Êàêîå âðåìÿîíè áóäóò ïîêàçûâàòü â øåñòü âå÷åðà â ÷åòâåðã?2. Çà êðóãëûé ñòîë ñåëè 7 áðàòüåâ-ãíîìîâ. �íîìû âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó âñåì ñòàðøèì áðàòüÿì, à ìëàäøèì � âñåãäàâðóò. Êàæäûé ãíîì ñêàçàë ñâîåìó ïðàâîìó ñîñåäó: �âñå çäåñü ïðèñóòñòâóþùèå ãîâîðÿò ìíå òîëüêî íåïðàâäó�. Â êàêîìïîðÿäêå ñèäÿò ãíîìû? (Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîé îòâåò!)3. Ïî äîðîãå åäóò àâòîìîáèëè: íà çàïàä ñ ðàâíûìè ìåæäó ñîáîé ñêîðîñòÿìè �Ìîñêâè÷� è �Æèãóëè�, à íà âîñòîê ñðàâíûìè ìåæäó ñîáîé ñêîðîñòÿìè � �Ìåðñåäåñ� è ÁÌÂ. �Ìîñêâè÷� âñòðåòèëñÿ ñ ÁÌÂ â 11.00, �Æèãóëè� ñ ÁÌÂ � â14.00, �Ìîñêâè÷� ñ �Ìåðñåäåñîì� � â 13.00. Êîãäà �Æèãóëè� âñòðåòèëèñü ñ �Ìåðñåäåñîì�?4. �àññòàâüòå íà îêðóæíîñòè 10 òî÷åê è ïðîâåäèòå 10 îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ òàê, ÷òîáû êàæäûé îòðåçîêèìåë îáùèå òî÷êè ðîâíî ñ 8 äðóãèìè îòðåçêàìè.5. A, B, C, D � ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ öè�ðû (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ). ×åòûðüìÿ çâ¸çäî÷êàìè îáîçíà÷åíî ÷èñëî,ñîñòîÿùåå èç òåõ æå öè�ð A�D â êàêîì-òî ïîðÿäêå. �åøèòå ÷èñëîâîé ðåáóñ:

ABCD +DCBA+ ∗∗∗∗ = 21300.6. Øàõìàòíóþ äîñêó (8× 8 êëåòîê) ðàçðåçàëè ïî êëåòî÷êàì íà 11 ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî äëèíû ñòîðîí âñåõïðÿìîóãîëüíèêîâ áîëüøå 1. Ìîæåò ëè ñðåäè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå îêàçàòüñÿ íè îäíîãî êâàäðàòà?7. Øåñòíàäöàòü êîìàíä ñûãðàëè îäíîêðóãîâîé òóðíèð çà 15 äíåé (êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé, â äåíü èãðàÿ ïîìàò÷ó). Çà ïîáåäó â ìàò÷å äàâàëè äâà î÷êà, à çà íè÷üþ � îäíî. Îêàçàëîñü, ÷òî ó êàæäîé êîìàíäû êîëè÷åñòâî íè÷üèõðàâíî ëèáî êîëè÷åñòâó ïîðàæåíèé, ëèáî êîëè÷åñòâó ïîáåä. Áîëüøå âñåõ î÷êîâ íàáðàë �Çåíèò�. Äîêàæèòå, ÷òî è çà äåíüäî êîíöà ó �Çåíèòà� î÷êîâ áûëî áîëüøå, ÷åì ó ëþáîé äðóãîé êîìàíäû.�åøåíèÿ îëèìïèàäû ìîæíî ñäàòü ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:
• 
 6 ïî 10 îêòÿáðÿ (âêëþ÷èòåëüíî) ñ 16.00 äî 19:00 ïî àäðåñó: 14 ëèíèÿ Âàñèëüåâñêîãî îñòðîâà, äîì 29.
• îòïðàâèòü ïî÷òîé äî 10 îêòÿáðÿ íà àäðåñ: 198504, Ñò. Ïåòåðãî�, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., ä. 28, ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé �àêóëüòåò ÑÏá�Ó. ÞÌØ.
• îòïðàâèòü ýëåêòðîííîé ïî÷òîé äî 10 îêòÿáðÿ íà àäðåñ: olymp�yumsh.spbu.ruÊîíòàêòíûé òåëå�îí ÞÌØ: 445-05-38. Âåá-ñàéò: http://yumsh.spbu.ru

Олимпиада Юношеской Математической Школы 2010 г.

Задачи первого (заочного) тура
6 класс1. Çà êðóãëûé ñòîë ñåëè 7 áðàòüåâ-ãíîìîâ. �íîìû âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó âñåì ñòàðøèì áðàòüÿì, à ìëàäøèì � âñåãäàâðóò. Êàæäûé ãíîì ñêàçàë ñâîåìó ïðàâîìó ñîñåäó: �âñå çäåñü ïðèñóòñòâóþùèå ãîâîðÿò ìíå òîëüêî íåïðàâäó�. Â êàêîìïîðÿäêå ñèäÿò ãíîìû? (Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîé îòâåò!)2. ×àñû ñïåøàò íà 2 ÷àñà â íåäåëþ. Â ïîëíî÷ü ñ âîñêðåñåíüÿ íà ïîíåäåëüíèê èõ ïîñòàâèëè òî÷íî. Êàêîå âðåìÿ áóäåòíà ñàìîì äåëå, êîãäà â ÷åòâåðã ýòè ÷àñû ïîêàæóò ðîâíî 13:00?3. Â ñòðî÷êó âûïèñàíû ÷èñëà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ñíà÷àëà îäíà åäèíèöà, ïîòîì äâå äâîéêè, ïîòîì òðè òðîéêè èòàê äàëåå äî 9, çàòåì äåñÿòü ðàç ÷èñëî 10, îäèííàäöàòü ðàç ÷èñëî 11 è òàê äàëåå. Íàéäèòå 1000-þ öè�ðó â ýòîé ñòðî÷êå.4. A, B, C, D � ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûõ öè�ðû (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ). ×åòûðüìÿ çâ¸çäî÷êàìè îáîçíà÷åíî ÷èñëî,ñîñòîÿùåå èç òåõ æå öè�ð A�D â êàêîì-òî ïîðÿäêå. �åøèòå ÷èñëîâîé ðåáóñ:

ABCD +DCBA+ ∗∗∗∗ = 12300.5. Øàõìàòíóþ äîñêó (8× 8 êëåòîê) ðàçðåçàëè ïî êëåòî÷êàì íà 11 ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî äëèíû ñòîðîí âñåõïðÿìîóãîëüíèêîâ áîëüøå 1. Ìîæåò ëè ñðåäè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå îêàçàòüñÿ íè îäíîãî êâàäðàòà?6. Ïåòÿ íàðèñîâàë êðóã è îòìåòèë íà íåì 25 òî÷åê. Ïîòîì Âèòÿ ïðîâåë êàêèå-òî 6 îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ.Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå ýòîãî Ïåòÿ ñìîæåò ïðîâåñòè åùå îäèí òàêîé îòðåçîê, íå èìåþùèé îáùèõ òî÷åê íè ñ îäíèì èçïðîâåäåííûõ Âèòåé.7. Òðèäöàòü øåñòü êîìàíä ñûãðàëè îäíîêðóãîâîé òóðíèð çà 35 äíåé (êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé, â äåíü èãðàÿïî ìàò÷ó). Çà ïîáåäó â ìàò÷å äàâàëè 3 î÷êà, à çà íè÷üþ � îäíî. Îêàçàëîñü, ÷òî ó êàæäîé êîìàíäû êîëè÷åñòâî íè÷üèõëèáî âäâîå áîëüøå ÷èñëà ïîðàæåíèé, ëèáî âäâîå ìåíüøå ÷èñëà ïîáåä. Áîëüøå âñåõ î÷êîâ íàáðàë �Çåíèò�. Äîêàæèòå, ÷òîè çà äâà äíÿ äî êîíöà ó �Çåíèòà� î÷êîâ áûëî áîëüøå, ÷åì ó ëþáîé äðóãîé êîìàíäû.�åøåíèÿ îëèìïèàäû ìîæíî ñäàòü ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:
• 
 6 ïî 10 îêòÿáðÿ (âêëþ÷èòåëüíî) ñ 16.00 äî 19:00 ïî àäðåñó: 14 ëèíèÿ Âàñèëüåâñêîãî îñòðîâà, äîì 29.
• îòïðàâèòü ïî÷òîé äî 10 îêòÿáðÿ íà àäðåñ: 198504, Ñò. Ïåòåðãî�, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., ä. 28, ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé �àêóëüòåò ÑÏá�Ó. ÞÌØ.
• îòïðàâèòü ýëåêòðîííîé ïî÷òîé äî 10 îêòÿáðÿ íà àäðåñ: olymp�yumsh.spbu.ruÊîíòàêòíûé òåëå�îí ÞÌØ: 445-05-38. Âåá-ñàéò: http://yumsh.spbu.ru



Олимпиада Юношеской Математической Школы 2010 г.

Задачи первого (заочного) тура
7 класс1. Çà êðóãëûé ñòîë ñåëè 7 áðàòüåâ-ãíîìîâ. �íîìû âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó âñåì ñòàðøèì áðàòüÿì, à ìëàäøèì � âñåãäàâðóò. Êàæäûé ãíîì ñêàçàë ñâîåìó ïðàâîìó ñîñåäó: �Âñå çäåñü ïðèñóòñòâóþùèå ãîâîðÿò ìíå òîëüêî íåïðàâäó�. Â êàêîìïîðÿäêå ñèäÿò ãíîìû? (Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîé îòâåò!)2. Â ñòðî÷êó âûïèñàíû ÷èñëà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ñíà÷àëà îäíà åäèíèöà, ïîòîì äâå äâîéêè, ïîòîì òðè òðîéêè èòàê äàëåå äî 9, çàòåì äåñÿòü ðàç ÷èñëî 10, îäèííàäöàòü ðàç ÷èñëî 11 è òàê äàëåå. Íàéäèòå 10000-þ öè�ðó â ýòîé ñòðî÷êå.3. Â âåðøèíàõ êóáà ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 8 òàê, ÷òî ñóììà ÷èñåë íà êàæäîì ðåáðå íå÷åòíà. Äîêàæèòå, ÷òîñóùåñòâóåò âåðøèíà êóáà, äëÿ êîòîðîé ñóììà ÷èñåë â òðåõ ñîñåäíèõ ñ íåé âåðøèíàõ ðàâíà 18.4. Øàõìàòíóþ äîñêó (8× 8 êëåòîê) ðàçðåçàëè ïî êëåòî÷êàì íà 11 ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî äëèíû ñòîðîí âñåõïðÿìîóãîëüíèêîâ áîëüøå 1. Ìîæåò ëè ñðåäè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå îêàçàòüñÿ íè îäíîãî êâàäðàòà?5. Òàíÿ õî÷åò ðàçëîæèòü 2010 êîí�åò ïî 14 âàçàì òàê, ÷òî â êàæäîé ñëåäóþùåé âàçå ëèáî íà 3 êîí�åòû áîëüøå, ëèáîíà 4 êîí�åòû ìåíüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåé. Óäàñòñÿ ëè åé ýòî ñäåëàòü?6. Òàíÿ è Ñåðåæà èãðàþò â òàêóþ èãðó. Âíà÷àëå åñòü êó÷à èç 2009 êàìíåé, èç êîòîðîé îíè ïî î÷åðåäè áåðóò êàìíè.Òàíÿ ìîæåò áðàòü 1 èëè 2 êàìíÿ, à Ñåðåæà � 1, 2 èëè 3, íî íå ìîæåò äåëàòü ïîäðÿä òðè ðàçà îäèíàêîâûé õîä. Ïåðâîéõîäèò Òàíÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî èç íèõ èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ â ýòîé èãðå?7. Òðèíàäöàòü ãîðîäîâ ñîåäèíåíû àâèàëèíèÿìè, êàæäûé ñ êàæäûì. Íà êàæäîé àâèàëèíèè áèëåò ñòîèò öåëîå ÷èñëîðóáëåé, íå ïðåâîñõîäÿùåå 2010. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ñòîèìîñòè âñåõ áèëåòîâ ìåæäó ãîðîäàìè ðàçëè÷íû, íîëþáîå ïóòåøåñòâèå, â êîòîðîì òóðèñò ñìîæåò ïîáûâàòü âî âñåõ ãîðîäàõ ïî îäíîìó ðàçó è âåðíóòüñÿ â èñõîäíûé ãîðîä,ñòîèò îäíó è òó æå ñóììó?�åøåíèÿ îëèìïèàäû ìîæíî ñäàòü ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

• 
 6 ïî 10 îêòÿáðÿ (âêëþ÷èòåëüíî) ñ 16.00 äî 19:00 ïî àäðåñó: 14 ëèíèÿ Âàñèëüåâñêîãî îñòðîâà, äîì 29.
• îòïðàâèòü ïî÷òîé äî 10 îêòÿáðÿ íà àäðåñ: 198504, Ñò. Ïåòåðãî�, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., ä. 28, ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé �àêóëüòåò ÑÏá�Ó. ÞÌØ.
• îòïðàâèòü ýëåêòðîííîé ïî÷òîé äî 10 îêòÿáðÿ íà àäðåñ: olymp�yumsh.spbu.ruÊîíòàêòíûé òåëå�îí ÞÌØ: 445-05-38. Âåá-ñàéò: http://yumsh.spbu.ru

Олимпиада Юношеской Математической Школы 2010 г.

Задачи первого (заочного) тура
8 класс1. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî

(2n+ 3)(n+ 1) − (n− 3)(n+ 2)

(2n+ 3)2 − 3(n+ 1)(n+ 3)ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.2. Øàõìàòíóþ äîñêó (8× 8 êëåòîê) ðàçðåçàëè ïî êëåòî÷êàì íà 11 ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî äëèíû ñòîðîí âñåõïðÿìîóãîëüíèêîâ áîëüøå 1. Ìîæåò ëè ñðåäè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå îêàçàòüñÿ íè îäíîãî êâàäðàòà?3. Â âûðàæåíèè (x2 − 1)(9y2 − 1) + 5xy çàìåíèòå ÷èñëî 5 íà êàêîå-íèáóäü äðóãîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàê, ÷òîáû ýòîâûðàæåíèå ðàñêëàäûâàëîñü íà ìíîæèòåëè.4. Íàéäèòå âñå äâóçíà÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ó êîòîðûõ öè�ðà åäèíèö ðàâíà êîëè÷åñòâó îäíîçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõäåëèòåëåé, à öè�ðà äåñÿòêîâ � êîëè÷åñòâó äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé.5. Êîëÿ íàðèñîâàë ãðà�èêè �óíêöèé y = |x−a| è y = c−|x−b| (ãäå a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà). Îí çàìåòèë, ÷òî ñðåäè÷àñòåé, íà êîòîðûå ýòè äâà ãðà�èêà è îñü Ox ðàçáèëè ïëîñêîñòü, îêàçàëèñü äâà òðåóãîëüíèêà è îäèí ÷åòûðåõóãîëüíèê.Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ýòèõ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ íå ìåíüøå ïëîùàäè ÷åòûð¸õóãîëüíèêà.6. Â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå k äèàãîíàëåé èìåþò äëèíó ìåíüøå 1 ñì, à îñòàëüíûå 5 − k äèàãîíàëåé � äëèíó áîëüøå2 ñì. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ k? (Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ k è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò).7. Òðèäöàòü øåñòü êîìàíä ñûãðàëè îäíîêðóãîâîé òóðíèð çà 35 äíåé (êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé, â äåíü èãðàÿïî ìàò÷ó). Çà ïîáåäó â ìàò÷å äàâàëè 3 î÷êà, à çà íè÷üþ � îäíî. Îêàçàëîñü, ÷òî ó êàæäîé êîìàíäû êîëè÷åñòâî íè÷üèõëèáî âäâîå áîëüøå ÷èñëà ïîðàæåíèé, ëèáî âäâîå ìåíüøå ÷èñëà ïîáåä. Áîëüøå âñåõ î÷êîâ íàáðàë �Çåíèò�. Äîêàæèòå, ÷òîè çà äâà äíÿ äî êîíöà ó �Çåíèòà� î÷êîâ áûëî áîëüøå, ÷åì ó ëþáîé äðóãîé êîìàíäû.8. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè 10 òî÷åê è ïðîâåëè íåñêîëüêî îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ òàê, ÷òî ëþáûå äâà îòðåçêàèìåþò îáùóþ òî÷êó. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ.�åøåíèÿ îëèìïèàäû ìîæíî ñäàòü ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:
• 
 6 ïî 10 îêòÿáðÿ (âêëþ÷èòåëüíî) ñ 16.00 äî 19:00 ïî àäðåñó: 14 ëèíèÿ Âàñèëüåâñêîãî îñòðîâà, äîì 29.
• îòïðàâèòü ïî÷òîé äî 10 îêòÿáðÿ íà àäðåñ: 198504, Ñò. Ïåòåðãî�, Óíèâåðñèòåòñêèé ïð., ä. 28, ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé �àêóëüòåò ÑÏá�Ó. ÞÌØ.
• îòïðàâèòü ýëåêòðîííîé ïî÷òîé äî 10 îêòÿáðÿ íà àäðåñ: olymp�yumsh.spbu.ruÊîíòàêòíûé òåëå�îí ÞÌØ: 445-05-38. Âåá-ñàéò: http://yumsh.spbu.ru


