
Ðåøåíèÿ çàäà÷ çàî÷íîãî òóðà îëèìïèàäû ÞÌØ 2010 ãîäà.

7 êëàññ

1. Çà êðóãëûé ñòîë ñåëè 7 áðàòüåâ-ãíîìîâ. Ãíîìû âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó âñåì ñòàðøèì áðàòüÿì,
à ìëàäøèì � âñåãäà âðóò. Êàæäûé ãíîì ñêàçàë ñâîåìó ïðàâîìó ñîñåäó: �Âñå çäåñü ïðèñóòñòâó-
þùèå ãîâîðÿò ìíå òîëüêî íåïðàâäó�. Â êàêîì ïîðÿäêå ñèäÿò ãíîìû? (Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü
ñâîé îòâåò!)

Ðåøåíèå: Óòâåðæäåíèå "Âñå çäåñü ïðèñóòñòâóþùèå ãîâîðÿò ìíå òîëüêî íåïðàâäó"èñòèííî äëÿ
ñàìîãî ìëàäøåãî ãíîìà è ëîæíî äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñàìûé ìëàäøèé ãíîì
ñêàçàë ïðàâäó, à îñòàëüíûå � ñîâðàëè. Ýòî îçíà÷àåò. ÷òî êàæäûé ãíîì, êðîìå ñàìîãî ìëàäøåãî,
ãîâîðèë ñ áîëåå ìëàäøèì ãíîìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ãíîìû ñèäÿò ïî êðóãó â ïîðÿäêå "îò ñòàðøåãî
ê ìëàäøåìó à ñàìûé ñòàðøèé ãíîì ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîñåäîì ñàìîãî ìëàäøåãî.

2. Â ñòðî÷êó âûïèñàíû ÷èñëà ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ñíà÷àëà îäíà åäèíèöà, ïîòîì äâå äâîéêè,
ïîòîì òðè òðîéêè è òàê äàëåå äî 9, çàòåì äåñÿòü ðàç ÷èñëî 10, îäèííàäöàòü ðàç ÷èñëî 11 è òàê
äàëåå. Íàéäèòå 10000-þ öèôðó â ýòîé ñòðî÷êå.

Ðåøåíèå: Â ñòðî÷êå ñíà÷àëà âûïèñàíû 45 = 1+2+ ...+9 öèôð, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîçíà÷íûì
÷èñëàì, à ïîòîì íà÷èíàþòñÿ äâóçíà÷íûå. Çàìåòèì, ÷òî äâóçí÷íûå ÷èñëà çàíèìàþò åùå 2(10 +
11+ ...+99) = 9810 öèôð. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîñëå 45+9810 = 9855 öèôð íà÷èíàþòñÿ òðåõçíà÷íûå
÷èñëà. Ïåðâîå æå èç íèõ � ÷èñëî 100 � çàíèìàåò 300 öèôð, òî åñòü 10000-ÿ öèôðà ïðèõîäèòñÿ
íà îäíó èç öèôð ýòîãî ÷èñëà. Ïîñêîëüêó êàæäîé òðåòüåé öèôðîé, íà÷èíàÿ ñ 9856-é, ÿâëÿåòñÿ
åäèíèöà, à 10000− 9856 = 144 = 3 · 48, òî 10000-ÿ öèôðà ðàâíà 1.

3. Â âåðøèíàõ êóáà ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 8 òàê, ÷òî ñóììà ÷èñåë íà êàæäîì ðåáðå íå÷åòíà.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò âåðøèíà êóáà, äëÿ êîòîðîé ñóììà ÷èñåë â òðåõ ñîñåäíèõ ñ íåé
âåðøèíàõ ðàâíà 18.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ðÿäîì ñ êàæäûì íå÷åòíûì ÷èñëîì äîëæíû ñòîÿòü òîëüêî ÷åòíûå ÷èñëà,
à ðÿäîì ñ êàæäûì ÷åòíûì - òîëüêî íå÷åòíûå ÷èñëà. Ïðè òàêîé ðàññòàíîâêå êàæäàÿ òðîéêà
÷åòíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñîñåäíåé ñ êàêîé-òî âåðøèíîé êóáà. Îòíîñèòñÿ ýòî è ê òðîéêå ÷èñåë
(4,6,8), ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 18.

4. Øàõìàòíóþ äîñêó (8× 8 êëåòîê) ðàçðåçàëè ïî êëåòî÷êàì íà 11 ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Îêàçàëîñü,
÷òî äëèíû ñòîðîí âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ áîëüøå 1. Ìîæåò ëè ñðåäè ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå
îêàçàòüñÿ íè îäíîãî êâàäðàòà?

Ðåøåíèå: Åñëè ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà áîëüøå 1 è ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì
2x2, òî ïëîùàäü òàêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà íå ìåíüøå 2 ·3 = 6. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ïëîùàäåé 11
ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå ìåíüøå 66, ò.å. çàâåäîìî áîëüøå ïëîøàäè äîñêè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì 2x2.

5. Òàíÿ õî÷åò ðàçëîæèòü 2010 êîíôåò ïî 14 âàçàì òàê, ÷òî â êàæäîé ñëåäóþùåé âàçå ëèáî íà 3
êîíôåòû áîëüøå, ëèáî íà 4 êîíôåòû ìåíüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåé. Óäàñòñÿ ëè åé ýòî ñäåëàòü?

Îòâåò: íåò, íå óäàñòñÿ.

Ðåøåíèå: Âûïèøåì ïîä ïåðâîé âàçîé ÷èñëî x, ïîä âòîðîé � x+3, ïîä òðåòüåé � x+6, ïîä 14-é �
x+39. Ñóììà âûïèñàííûõ ÷èñåë ðàâíà 14x+273=7(2x+39), ò.å. äåëèòñÿ íà 7. Ïóñòü ÷èñëî êîí-
ôåò â ïåðâîé âàçå ðàâíî x. Òîãäà êîëè÷åñòâî êîíôåò âî âòîðîé âàçå ëèáî ðàâíî âûïèñàííîìó
ïîä íåé ÷èñëó, ëèáî ìåíüøå åãî íà 7. Àíàëîãè÷íî, â òðåòüåé âàçå êîëè÷åñòâî êîíôåò òàêæå
îòëè÷àåòñÿ îò âûïèñàííîãî ïîä íåé ÷èñëà íà 0, 7 èëè 14. Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ âñåõ ïîñëå-
äóþùèõ âàç. Çíà÷èò, ñóììà êîíôåò âî âñåõ âàçàõ òîæå äåëèòñÿ íà 7. Íî ÷èñëî 2010 íà 7 íå
äåëèòñÿ.

6. Òàíÿ è Ñåðåæà èãðàþò â òàêóþ èãðó. Âíà÷àëå åñòü êó÷à èç 2009 êàìíåé, èç êîòîðîé îíè ïî
î÷åðåäè áåðóò êàìíè. Òàíÿ ìîæåò áðàòü 1 èëè 2 êàìíÿ, à Ñåðåæà � 1, 2 èëè 3, íî íå ìîæåò
äåëàòü ïîäðÿä òðè ðàçà îäèíàêîâûé õîä. Ïåðâîé õîäèò Òàíÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò
ñäåëàòü õîä. Êòî èç íèõ èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ â ýòîé èãðå?



Ðåøåíèå: Âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ èìååò Ñåðåæà. Îäíà èç åãî âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé ñâîäèòñÿ
ê òîìó, ÷òîáû çà êàæäóþ ïàðó õîäîâ (ò.å. õîä Òàíè, ñâîé îòâåò, âòîðîé õîä Òàíè è âòîðîé ñâîé
îòâåò) óìåíüøàòü ðàçìåð êó÷è ðîâíî íà 7. Ïîñêîëüêó 2009 äåëèòñÿ íà 7, òî ïîñëåäíèé êàìåíü èç
êó÷è äîñòàíåòñÿ Ñåðåæå, è Òàíÿ íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä. Êàê æå Ñåðåæå äîáèòüñÿ óìåíüøåíèÿ
êó÷è íà 7? Äëÿ ýòîãî îí äîëæåí íà ïåðâûé õîä Òàíè "1"îòâå÷àòü "3"(à çàòåì âòîðîé õîä Òàíè
äîïîëíÿòü äî 3: íà 1 îòâå÷àòü 2, à íà 2 îòâå÷àòü 1). Åñëè æå ïåðâûì õîäîì Òàíÿ âçÿëà 2 êàìíÿ,
òî Ñåðåæà îòâå÷àåò "1"è çàòåì äîïîëíÿåò âòîðîé õîä Òàíè äî 4: íà 1 îòâå÷àåò 3, à íà 2 � 2.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêàÿ ñòðàòåãèÿ äåéñòâèòåëüíî óìåíüøàåò êó÷ó íà 7 êàìíåé çà äâà
õîäà, è ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå âòîðîé îòâåò Ñåðåæè íå ñîâïàäàåò ñ åãî ïåðâûì îòâåòîì, ò.å. äàæå
íèêàêèå äâà ðàçà ïîäðÿä îí íå äåëàåò îäèíàêîâûõ õîäîâ.

7. Òðèíàäöàòü ãîðîäîâ ñîåäèíåíû àâèàëèíèÿìè, êàæäûé ñ êàæäûì. Íà êàæäîé àâèàëèíèè áèëåò
ñòîèò öåëîå ÷èñëî ðóáëåé, íå ïðåâîñõîäÿùåå 2010. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ñòîèìîñòè âñåõ
áèëåòîâ ìåæäó ãîðîäàìè ðàçëè÷íû, íî ëþáîå ïóòåøåñòâèå, â êîòîðîì òóðèñò ñìîæåò ïîáûâàòü
âî âñåõ ãîðîäàõ ïî îäíîìó ðàçó è âåðíóòüñÿ â èñõîäíûé ãîðîä, ñòîèò îäíó è òó æå ñóììó?

Îòâåò: äà, ìîæåò

Ðåøåíèå: Çàíóìåðóåì ãîðîäà ÷èñëàìè îò 1 äî 13, è ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïîåçäêà èç ãîðîäà I â
ãîðîä J ñòîèëà ñóììà S(I)+S(J), ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë S(I) çàäàíà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: S(1)=1, S(2)=2, S(k+2)=S(k+1)+S(k) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k (òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è). Ñàìûå áîëüøèå ÷èñëà èç èñïîëüçîâàííûõ íàìè -
S(12)=223 è S(13)=377, ïîýòîìó ñàìûì äîðîãèì áèëåòîì áóäåò áèëåò ìåæäó 12-ì è 13-ì ãîðî-
äàìè, êîòîðûé ñòîèò íå áîëåå 377 ðóáëåé. Êðîìå òîãî, ëþáûå äâà áèëåòà ñòîÿò ðàçëè÷íîå êîëè-
÷åñòâî ðóáëåé, ïîòîìó ÷òî ñòîèìîñòü ñàìîãî äåøåâîãî áèëåòà â 13-é ãîðîä (S(13)+S(1)) áîëüøå
ñòîèìîñòè ñàìîãî äîðîãîãî èç îñòàëüíûõ áèëåòîâ â 12-é ãîðîä (ðàâíîé S(12)+S(11)=S(13)); â
ñâîþ î÷åðåäü ñàìûé äåøåâûé áèëåò äî 12-ãî ãîðîäà (S(12)+S(1)) ñòîèò áîëüøå, ÷åì ñàìûé äî-
ðîãîé èç îñòàëüíûõ (íå èç 12-ãî è íå èç 13-ãî) áèëåòîâ äî 11-ãî ãîðîäà (S(10)+S(11)=S(12)) è ò.ä.
Íàêîíåö, íàéäåì ñòîèìîñòü ëþáîãî êîëüöåâîãî ïóòåøåñòâèÿ, ïðîõîäÿøåãî ïî âñåì 13 ãîðîäàì.
Î÷åâèäíî, ÷òî â I-ûé ãîðîä ìû îäèí ðàç âúåõàëè è îäèí ðàç âûåõàëè èç íåãî, ïîýòîìó ÷èñëî
S(I) âîøëî â ñòîèìîñòü ðîâíî äâóõ àâèàáèëåòîâ. Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ âñåõ I, òî îáùàÿ
ñòîèìîñòü áèëåòîâ ðàâíà 2(S(1)+S(2)+...+S(13)), òî åñòü íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ìàðøðóòà.


